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Del I: Uppgift 1-9
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Anvisningar

Provtid Totalt 240 minuter for del I och II tillsammans. Vi rekommenderar att du
anvinder hogst 90 minuter for arbetet med Del 1.

Hjidlpmedel  Del I: "Formler till nationellt prov i matematik kurs C, D och E"
Observera att minirdknare ej dr tilldten pd denna del.

Del II: Minirdknare (grafritande men ej symbolhanterande) och formelblad.

Provmaterial ~ Allt provmaterial inldmnas tillsammans med dina 16sningar.
Skriv namn och klass pa de papper du ldmnar in.
Losningarna till Del I ska ldmnas in innan du far tillgdng till minirdknaren.
Redovisa dirfor ditt arbete pa Del I pa separat papper. Observera att
arbetet med Del Il kan pdbérjas utan tillgang till minirdknaren.

Provet Varje uppgift inleds med ett uppgiftsnummer. Dérefter foljer provbankens
identifikationsnummer, som anges inom parentes. Pa nésta rad anges
maximala antalet podng som du kan fa for din 16sning. Om en uppgift kan ge
2 g-podng och 1 vg-poing skrivs detta 2/1.

Till de flesta uppgifter riacker det inte med bara ett kort svar utan det kravs
att du skriver ned vad du gor, forklarar dina tankegéngar, ritar figurer vid
behov och att du vid numerisk/grafisk problemlosning visar hur du anvénder
ditt hjalpmedel. Till de uppgifter dér det star Endast svar fordras behover
bara svaret anges.

Uppgift 15 dr en storre uppgift, som kan ta upp till 1 timme att 16sa fullstdndigt.
Det ar viktigt att du forsoker 16sa denna uppgift. [ uppgiften finns en
beskrivning av vad ldraren ska ta hidnsyn till vid bedomningen av ditt arbete.

Forsok att 10sa alla uppgifterna. Det kan vara relativt latt att &ven i slutet av
provet fa ndgon poéng for en pabdrjad 16sning eller redovisning.

Betygsgranser Ansvarig larare meddelar de granser som géller for betygen "Godkand" och

"Vil Godkénd".
Namn
Skola: Klass/program:
Kvinna |:| Man I:l Annat modersmél dn svenska I:I

z mer ur provbanken galler sekretessen
mlnst tio ar, till och med utgangen av ar 2012).

OBS ! Fi orandrad sekretesstid. Detta prov dr offentligt fran och med 2002-06-30
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Uppgiftnr 1 (1661)
1/0

Skriv 3(4 —3i) +1(2 +31) pé formen a + bi Endast svar fordras

Uppgift nr 2 (2092)
2/0

Los ekvationen z>—2z+5=0

Uppgift nr 3 (1482)
1/0, 2/0

-X

Funktionen y =Ce 2 r 16sning till y' = ky

a) Bestdm k. Endast svar fordras

b) Bestdam C si att en tangent till y = Ce? far riktningskoefficienten 5 1 den punkt
pa kurvan dirx =0

Uppgift nr 4 (1662)
1/0

For vissa komplexa tal z (z #0) géller att Rez =40mz
Ge exempel pa ett sddant tal. Endast svar fordras

Uppgiftnr 5 (1483)
3/0

Bestdm den 16sning till differentialekvationen y' +10y =20 som uppfyller villkoret
»(0)=40
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Uppgiftnr 6 (1477)
1/0, 2/0, 2/0

Imz )
Z4

For de komplexa talen z,ochz, som ar

markerade i figuren géller att |zl| =10 och
Imz, =4

Z
30°
Re z

Uppgiften kan inte I6sas genom matning i figuren.

a) Bestdm z, pé poldr form.

b) Bestim z, pé poldr form.

. z o .
c¢) Berdkna = och svara pa formen a + bi

Uppgift nr 7 (2093)
0/2

Bestdm en homogen differentialekvation av andra ordningen vars allmédnna 16sning
ir y =Ce™ +De™

Uppgift nr 8 (2094)
0/3

Om man vill berdkna langden L av en kurva y = f(x) mellan tva punkter vars
x-koordinater &r a och b kan man anvinda formeln

L :Iw/1+(f'(x))2dx

3

Beridkna ldngden av kurvan y = (x —gj ’ iintervallet 1< x <4
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Uppgift nr 9 (968)
0/3

Ekvationen z* -z’ —z—1=0 har fyra rotter. En rot ir z, =i och en annan rot ir
z, =—1. Vilka ér de dvriga rotterna?
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Uppgift nr 10 (1478)
2/0

Bestdm den allménna I16sningen till differentialekvationen 3y" +6y' =24y =0

Uppgiftnr 11 (1356)
1/0, 3/0

Agneta har forverkligat sin drom och kopt en motorcykel. Pa hosten, nér sdsongen ér
slut, upptécker hon att ett av ddcken inte héller luften riktigt. Hon stéller in motorcykeln
1 ett garage for vinterforvaring och méter lufttrycket till 2,9 bar. Fyra veckor senare har
lufttrycket sjunkit till 2,7 bar.

a)  Antag att trycket i ett ddick minskar med en hastighet som &r proportionell mot
trycket. Still upp en differentialekvation som beskriver detta.
Endast svar fordras

b)  Vilket tryck kommer det att vara i ddcket efter totalt 24 veckor 1 garaget
enligt denna matematiska modell?

© Skolverket 2002



Uppgiftnr 12 (1786)
0/3

En cylindrisk glasbehéllare med inre diametern 16 cm &r fran borjan helt fylld med
vatten. Behallaren roteras och sa ldnge rotationshastigheten 6kar rinner vatten over
behallarens kant.

Vid en viss rotationshastighet stir vattenytan i behallaren enligt figur 1. Sedd frén sidan

beskriver dé vattenytan en parabel som ges av sambandet y = 0,25x> +2 (Se figur 2)

Figur 1 Figur 2
A
YT y=025x% +2
vatten -
8 x

Hur mycket vatten har vid denna tidpunkt runnit ur behéllaren?

Uppgiftnr 13 (1853)
0/1, 0/3

Vid en odling av bakterier fanns fran borjan ca 800
bakterier pa en agarplatta. Agarplattan innehaller
néringslosning som bakterierna kan leva av. Antalet
bakterier vid olika tidpunkter framgar av diagrammet
nedan. P& grund av olika faktorer kan inte
bakterieantalet bli hur stort som helst pa plattan.
Sédana faktorer dr t.ex. temperatur samt tillgang till
néring och syre.

Bilden ovan visar en s.k. agarplatta med bakterier.
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N(t) b
6000 o« o o o
5000
4000
3000 .
2000
1000

0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 f/min
T . . . . dN .
Bakterietillvaxten kan beskrivas med differentialekvationen — =k [N(6000 - N) dar
t

N ir antalet bakterier vid tidpunkten ¢ minuter och k = 8,08 10
6000

Denna differentialekvation har en 16sning N(¢) = P som vél ansluter till
D€

matvirdena 1 diagrammet ovan. Differentialekvationen och dess 16sning utgér en
matematisk modell till forsoket.

a)  Differentialekvationen betyder att bakterietillvixten dr proportionell
mot antalet bakterier N och mot uttrycket (6000 -N )

Hur ska uttrycket (6000 -N ) tolkas?

b)  Vid vilken tidpunkt var tillvixthastigheten maximal enligt den matematiska
modellen?

Uppgift nr 14 (1738)
0/3

For alla punkter pa kurvan y = f(x) géller att tangenten 1 (x, f (x)) ocksa gédr genom
punkten (x -2, O) . Bestdm alla funktioner f'som uppfyller detta.
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Uppgift nr 15 (1943)
3/5

Vid bedomningen av ditt arbete med foljande uppgift kommer lidraren att ta hiansyn till

e hur du argumenterar for att Martins pastdende ar falskt och Viktors pdstaende ar sant
* hur generellt du motiverar hur z, och z, ska ligga i forhallande till varandra i det

komplexa talplanet for att likheten ‘zl + zz‘ = ‘zl‘ +‘zz‘ ska gilla

* hur vél du redovisar ditt arbete
* hur védl du anvdnder matematiskt sprik och uttryckssétt

* Martin péstér att likheten ‘zl +zz‘ = ‘zl‘ +‘zz‘ giller for alla komplexa tal z, och z,
Ge argument varfor det maste vara falskt.

* Viktor pastar att det finns minst tvd komplexa tal z, och z,, bada skilda fran noll, for
vilka likheten |z, +z,| =|z,| +|z,| giller.
Ge argument varfor det maste vara sant.

* Gustav inser dessutom att det gér att finna manga sddana par av komplexa tal z, och
z,. Undersdk och beskriv hur z, och z, ska ligga i forhallande till varandra i det

komplexa talplanet for att likheten ‘zl + zz‘ = ‘zl‘ +‘zz‘ ska giélla. Motivera dina
slutsatser.
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Losningar

Uppgiftnr 1 (1661)
3(4-31)+i(2+431) =12-91+2i—-3=9-T7i

SVAR: 9-71

Uppgift nr 2 (2092)

Uppgift nr 3 (1482)

a)
y= Ce?
N

=——Ce?
YT

1

'= = k=——

Y =ky 5
SVAR: kZ—%

b)
y:Ce7
'(x)——lCe%X
7 2
1 -0
Y(0)=5 = 5=-Ce?
Cc=-10

SVAR: C=-10
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Uppgift nr 4 (1662)
Rez=40mz
Antag Imz =2

Dé blir Rez =8

och z=8+2i

SVAR: T.ex. z=8+2i

Uppgiftnr 5 (1483)

y' +10y =20 ¥(0)=40
yh :CE_IOX

y, =k

10k=20 k=2

y=CL™™ +2

40=C+2

C =38

SVAR: y =380 ' +2

Uppgiftnr 6 (1477)

a)
arg(z,) = 60°

z, =10(cos 60" +1sin 607)

SVAR: 2z =10(cos60” +1sin60")

z, =8(cos150" +1isin1507)
SVAR: z, =8(cos150" +isin150")

¢)

2= %(cos(60° —1507) +1isin(60° —150%))

2y

SVAR: 2=t

2,
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Uppgift nr 7 (2093)

X

Eftersom den allminna l16sningen ir y = Ce** + De ™

sa maste 16sningarna till den

karaktéristiska ekvationen ha varit 7, =2 och r, =-2. Den karaktiristiska ekvation

som har dessa ldsningar #r »° =4 vilken fis fran differentialekvationen " =4y .

SVAR: y" =4y

Uppgift nr 8 (2094)

3

4
3
[12

32,3
23|

s

SVAR: L =7 le.

Uppgift nr 9 (968)

Eftersom tva rotter 4r z, =1 och z,

(z-i)(z+i) =z +1

Ekvationen kan efter t.ex. polynomdivision skrivas
*+)z° -z-1)=0
2z —z—-1=0 har rétterna

_1+45 _1-45

z, 5 h z

4

1-45

och Zy :T

1+4/5
2

—1 maste polynomet vara delbart med
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Uppgift nr 10 (1478)

3y"+6y' =24y =0
rP+2r-8=0
n=2;r=-4

y=Ce™ +De™

SVAR: y =Ce* + De™

Uppgiftnr 11 (1356)

a)
SVAR: ' = —ky

b)
y=Ce™
2,7=29¢7"

k= —lln 2,7
4 29

y(24)=29e** =19

SVAR: Trycket ér 1,9 bar.

Uppgiftnr 12 (1786)

Integrationsgrénser:
Undre gréns: 2

Ovre griins: y =0,2508°+2 =18
y=025x"+2= x> =4(y -2)

Volym vatten som runnit ur behdllaren (cm):

18

2

SVAR: 1,6 liter

=512n =1600

4nf(y-2)dy= 47{%2 —2y}
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Uppgift nr 13 (1853)

a)
SVAR: (6000 — N) é&r det antal bakterier som vid en viss tidpunkt fortfarande kan

tillkomma 1 odlingen, "det kvarvarande utrymmet".

b)
¥ :a;,—];/:kUV(6000—N)

j_;] = k [06000 — N) + kN [{~1) = 6000k — 2kN =0 => N =3000

Detta motsvarar ett maximum eftersom C;—N har negativ koefficient i andragradstermen.
t
N(¢) = 3000 ger tiden
6000

6,56—0,04848E + 1

6’56—0,04848E — 1

=3000

In6,5 _
0,04848

—-0,04848 4 = ln(%j vilketgeratt ¢ =

b

SVAR: Tillvédxthastigheten dr maximal vid ca 39 minuter.

Uppgift nr 14 (1738)

Differentialekvationen blir f'(x) =0,5 f(x) och dess allménna 16sning dr f(x) = Ce*™

SVAR: f(x)=Ce™™
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Uppgift nr 15 (1943)

Punkt 1:

Antag att z, =3+21 och z, =5-5i1

|2+ 2| = |z +]z)

VL =z, +z,| =[3+2i+5-5i| =[8 - 3i = V64 +9 = /73 = 8,54

HL =|z|+|z,| = [3+2i +[5-5i| =9 +4 +25+25 =13 +/50 = 10,7
VL # HL!

Eftersom likheten inte géller for dessa komplexa tal kan den inte gélla for alla komplexa
tal.
(Aven geometriska resonemang ir tinkbara hir)

Punkt 2:

Antag att z, =3+3i och z, =5+5i

|2 + 2| =[z,[ +]z|

VL =z, +z,| =[3+3i+5+5] = [8 +8i| = V64 + 64 = /128 =82

HL =|z|+|z,| =[3+ 31| +[5+5i =9 +9 +4/25+25 = /18 + /50 =342 + 52 =82

VL =HL!

Eftersom likheten géller for dessa tvd komplexa tal giller den for minst tvd komplexa
tal.
(Aven geometriska resonemang r tinkbara hér)

Punkt 3:
Lat z, = A(cosa +isina) och z, = B(cos B +isin [3)

|Zl +ZZ|=|ZI|+|ZZ|

|A(cosa’ +isin@) + B(cos 8 +isin ,8)| =A+B

\/(Acosa'+Bcos,[>’)2 +(Asina + Bsin 3)° = A+ B

\/A2 cos’a +2ABcosacos B+B*cos’ B+ A sin*a +2ABsinasin f+B*sin> B = A+B

\/A2 cos’a + A’ sin"a +B*cos’ f+B’sin® B+2ABcosacos B+2ABsinasin S =A+B

\/Az(cosza’ +sin’@) +B’ (cos> B +sin® B) +2AB(cosacos B+sinasin B) = A+B

1 1 cos(a-p3)

Enligt trigonometriska ettan dr cos’ @ +sin’ @ =cos’ § +sin> B =1
och enligt subtraktionsformeln for cosinus géller att
cosa cos B +sina sin f =cos(a — ) och vi far efter kvadrering av VL och HL:

A>+B* +2ABcos(a —B) =A° +2AB +B°
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For att likhet skall gdlla maste cos(a — ) =1. Detta dr ett n6dvandigt och tillrackligt
villkor.

cos(a—pB) =1

a-[=x0"+n360

a = B +n[360°,dér n ar ett heltal

Eftersom @ och £ ér argument for de tva komplexa talen och dessa ér lika eller skiljer

sig pa ett helt antal varv s maste de tva talen ligga pd samma strile, som utgér frdn
origo, ndr de representeras av visare/punkter i det komplexa talplanet.

(Man kan dven ansitta rektanguldra koordinater eller komma fram till rétt slutsats
genom att utféra geometriska resonemang)
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Beddmningsanvisningar
Inom parentes anges ett exempel pé ett godtagbart svar.

Betygsgrans G: 12
Betygsgrians VG: 26 varav 6 vg poidng

Betygsgrins MVG: Fanns ej eftersom provet gjordes enligt kursplan 94.

Uppgiftnr 1 (1661)

Korrekt svar (9 —71)

Uppgift nr 2 (2092)

Redovisad godtagbar metod
med korrekt svar (z =1 2i)

Uppgift nr 3 (1482)

a)  Korrekt svar (k = —%j

b)  Godtagbar ansats for bestimning av C (inser att y'(0) =5)
med korrekt svar (C =-10)

Uppgiftnr 4 (1662)

Godtagbart svar (t.ex. z=8+21)

Uppgiftnr 5 (1483)

Korrekt 16sning till den homogena ekvationen ( y, = Ce™™)

Korrekt partikulérlosning (y, =2)
med korrekt svar ( y =38e™" +2)

Max 1/0

+lg

Max 2/0

+lg
+lg

Max 3/0

+lg

+lg
+lg

Max 1/0

+lg

Max 3/0

+lg
+lg
+lg
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Uppgift nr 6 (1477)

Max 5/0

a)  Korrekt svar (z1 =10(cos60” +isin 60°)) +1g

b)  Godtagbar metod +1g

med korrekt svar (22 =8(cos150° +isin150°)) +1g

¢)  Godtagbar metod (t.ex. bestdmt kvotens argument och belopp) +lg

med korrekt svar (—%) +1g

Uppgift nr 7 (2093)

Max 0/2

Redovisad godtagbar ansats (t.ex. identifierat den karaktéristiska
ekvationens rotter och funnit att den karaktiristiska ekvationen ir »> =4) +1 vg
med korrekt svar (y" = 4y) +1 vg

Uppgift nr 8 (2094)

Max 0/3
1
. . 3 42
Korrekt derivering | f"(x) = > X —5 +1 vg
Godtagbar berdkning av kurvans ldngd (L =7 l.e.) +1-2 vg
Uppgift nr 9 (968)
Max 0/3
Godtagbar ansats (t.ex. korrekt tecknad polynomdivision) +1vg
Funnit faktorn z* —z -1 +1 vg
o 1.5
med korrekt bestdmning av Gvriga rotter | z = 5 + > +1 vg
Uppgift nr 10 (1478)
Max 2/0
Korrekt 16st karakteristisk ekvation (1, =2; r, =—4) +lg
med godtagbart svar (y = Ce” + De™) +lg
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Uppgiftnr 11 (1356)

a)

b)

Uppgiftnr 12 (1786)

Uppgiftnr 13 (1853)

a)

b)

Uppgift nr 14 (1738)

Max 4/0
Godtagbart tecknad differentialekvation ( y' = —ky) +lg
Korrekt allmén 16sning +1g
med godtagbar berdkning av trycket (1,9 bar) +1-2 ¢
Max 0/3
18
Godtagbart uppstélld integral (n'[4( y- 2)dyj +1-2 vg
2
med godtagbar berdkning av vattenmingd som runnit ut (1,6 liter) +1 vg
Max 0/4
Godtagbar forklaring ((6000 — N ) &r det antal bakterier som vid en viss
tidpunkt fortfarande kan tillkomma i odlingen, "det kvarvarande
utrymmet") +1 vg
Godtagbar metod for bestimning av tidpunkten +1 vg
Godtagbar bestimning av sokt tidpunkt (39 minuter) +1 vg
med godtagbart verifierande av maximum +1 vg
Max 0/3

Godtagbar ansats (t.ex. godtagbar tolkning av texten redovisad med hjélp av

en figur) +1 vg
Korrekt tecknad differentialekvation +1 vg
med korrekt svar ( y = Ce®™) +1 vg
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Uppgift nr 15 (1943)

Uppgiften ska beddmas med s.k. aspektbedomning. Beddmningsanvisningarna
innehéller tva delar:

. Forst beskrivs i1 en tabell olika kvalitativa nivéer for tre olika aspekter pa kunskap
som ldraren ska ta hinsyn till vid bedomningen av elevens arbete.
. Beddmda elevldsningar med kommentarer och podngsittning finns som dokument

1 pdf-format att skriva ut.

Bedomningen avser | Kvalitativa nivier Total
Ligre > Hogre poing

Metodval och Eleven utfor Eleven paborjar en Eleven fullfoljer en

genomforande vésentligen generell algebraisk generell algebraisk

I vilken grad eleven |korrekta eller geometrisk metod och nir sambandet

kan tolka en berdkningar metod z, =k [, eller andra

problemsituation och | med egna virden | (vektorrdkning) ckvivalenta uttryck

16sa olika typer av pé z, och z, eller

problem. Hur anvander eller

fullstédndigt och hur | godtagbara

vl eleven anvinder | vektorexempel fullfljer en geometrisk

metoder och rérande Martins metod (vektorriikning)
tillvdgagangssétt som | och Viktors
ar lampliga for att péstéenden.
16sa problemet. (1/0) (1/1) (1/2) (1/2)
Matematiska Eleven Eleven beskriver | Eleven beskriver godtagbart
resonemang vederldgger godtagbart de de komplexa talens ldge ("De
Forekomst och Martins pastdende |komplexa talens |ligger pé en linje som startar i
kvalitet hos med ett lage ("De ligger |origo™)
vérdering analys, motexempel. pa en linje som
reflektion, bevis och startar i origo") | och
andra former av
matematiskt Eleven stodjer och slutsatsen baseras pa en
resonemang. Viktors pastdende generell diskussion kring
med ett exempel. | slutsatsen baseras | sambandet z, =kl%,,k>0
tex.paen eller andra motsvarande
diskussion kring | f5rmul eringar
vil valda eller
specialfall. slutsatsen baseras pa en
heltdckande diskussion kring
vektoraddition
(2/0) (/1) (2/2) (2/2)
Redovisning och Redovisningen &r
matematiskt sprak vélstrukturerad, fullstindig
Hur klar, tydlig och och tydlig. Det matematiska
fullsténdig elevens spraket ar 1 huvudsak korrekt
redovisning &r och och lampligt.
hur vil eleven
anvinder
matematiska termer,
symboler och
konventioner (0/1) (0/1)
Summa (3/5)
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